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Fibre´s affines.
par Tsemo Aristide,
The Abdus Salam Centre for Theoretical Physics
Strada Costiera, 11.
Trieste, Italy.
Abstract.
We study affine maps between affine manifolds. Even when two fibers are
compact and diffeomorphic, they can inherit different affine structures from the
source space. This leads to a fixed linear holonomy deformation theory of the
affine structure of an affine manifold. We found various conditions which make
the fibers to be affinely isomorphic. We also classify affine bundles which total
space is a compact and complete affine manifold.
Re´sume´.
On e´tudie les applications affines entre varie´te´s affines. Deux fibres dis-
tinctes, compactes, et diffe´omorphes peuvent he´riter de structures affines dis-
tinctes de la varie´te´ source. Ceci conduit a` une the´orie de de´formation a`
holonomie line´aire fixe´e de la structure affine d’une varie´te´ affine. On trouve
plusieurs conditions sous lesquelles les fibres sont isomorphes deux a` deux. On
classifie les fibre´s affines dont l’espace total est une varie´te´ affine compacte et
comple`te.
Introduction.
On e´tudie les applications affines entre varie´te´s affines, en particulier les
fibre´s affines: ce sont les applications affines surjectives. La classification des
applications affines est envisageable si on suppose que les fibres sont au moins
home´omorphes entre elles. C’est par exemple le cas si l’espace source de l’application
est une varie´te´ affine compacte. Voici un exemple qui montre que la situation
peut eˆtre beaucoup plus complique´e. Conside´rons une surjection de IRm dans
IRp, sur chaque fibre de la surjection, enlevons un sous-ensemble, on obtient
ainsi une application affine, telle que les structures topologiques de deux fi-
bres distinctes peuvent eˆtre tre`s diffe´rentes. Il est donc difficile d’aborder le
proble`me de classification dans toute sa ge´ne´ralite´, car on ne peut pas pre´ciser
les donne´es a` partir desquelles se fera la classification. Dans les cas que nous
conside´rons, les fibres d’un fibre´ affine sont des varie´te´s diffe´rentiables, deux a`
deux home´omorphes, dont les structures affines peuvent eˆtre diffe´rentes bien
qu’elles aient la meˆme holonomie line´aire.
Si le second groupe d’homotopie de la base d’un fibre´ affine a` espace total
compact est nul (c’est le cas si elle est comple`te), la suite exacte de Serre montre
que le groupe fondamental de l’espace total pi1(M), est une extension de celui
de la base pi1(B), par celui de la fibre pi1(F ).
Posons IRm+l = IRm ⊕ IRl, et notons Aff(IRm, IRl) le sous-groupe des au-
tomorphismes affines de IRm+l dont la partie line´aire fixe IRl, et s la surjection
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canonique de IRm+l dans IRm. Il existe une application: s′ : Aff(IRm, IRl) →
Aff(IRm) γ 7→ s′(γ)(x) := s(γ(x, 0)). Notons AffI(IR
m, IRl) le sous-groupe de
Aff(IRm, IRl) qui se projette sur IRm en l’identite´.
On en de´duit le proble`me alge´brique suivant analogue au notre: e´tant donne´s
deux groupes pi1(B) et pi1(F ), deux repre´sentations affines respectivement de
pi1(B) dans Aff(IR
m), et de pi1(F ) dans AffI(IR
m, IRl). Classifier tous les
diagrammes commutatifs suivants
1→ pi1(F ) → pi1(M)→ pi1(B) → 1
↓ ↓ ↓
1→ AffI(IR
m, IRl) → Aff(IRm, IRl) → Aff(IRm) → 1
,
ou` la premie`re suite horizontale est exacte, sous la relation d’e´quivalence
suivante: Soient 1 → pi1(F ) → pi1(Mi) → pi1(B) → 1, i = {1, 2} deux suites
exactes associe´es a` deux diagrammes du type pre´ce´dent. Ces diagrammes sont
e´quivalents si et seulement si les extensions sont isomorphes et il existe une
transformation affine de Aff(IRm, IRl) qui conjugue la repre´sentation pi1(M1)→
Aff(IRm, IRl) en la repre´sentation pi1(M2)→ Aff(IR
m, IRl).
La donne´e d’un fibre´ affine induit une de´formation de la structure affine
d’une fibre parame´tre´e par la base. Soient Γ un groupe de type fini, et E un
espace vectoriel muni d’une action line´aire de Γ. L’approche de ce proble`me pose
celui de de´terminer la structure de l’ensemble (ou d’un de ses ouverts (voir [G3]
p.178)) des orbites des e´le´ments de H1(Γ, E) sous l’action d’un groupe de gauge.
Des hypothe`ses faites sur la structure de cet espace des modules par exemple,
qu’il est une varie´te´ alge´brique rendant alge´brique la projection de H1(Γ, E) sur
lui, entraine que les fibres sont des varie´te´s affines isomorphes entre elles si la
base est une varie´te´ affine compacte et comple`te.
- On de´montre aussi que les fibres d’un fibre´ affine dont l’espace total est
une varie´te´ affine compacte et comple`te, et le groupe fondamental d’une fibre
est nilpotent sont isomorphes entre elles.
-On classifie les fibre´s affines a` espace total compact dont la de´veloppante
est injective et tels que le fibre´ releve´ sur le reveˆtement universel de la base est
un produit affine,
- Plus ge´ne´ralement, on classifie les fibre´s affines a` espace total compact et
complet.
Les invariants de´termine´s dans le premier cas sont plus intrinse`ques a` la
ge´ome´trie affine que ceux du second cas.
Dans [T5] on donne une nouvelle classification des fibre´s affines a` espace
total compact et complet en utilisant la the´orie des gerbes.
Une question importante est de savoir dans quelle mesure la classe d’isomorphisme
d’un fibre´ affine peut de´terminer celle de son espace total en tant que varie´te´
affine. Soient f1 et f2 deux fibre´s affines d’espace total compact (de meˆme
dimension) au-dessus d’une meˆme base (B,∇B). On suppose que (B,∇B) ne
peut avoir de feuilletage affine a` feuilles compactes, et en outre que la dimen-
sion des fibres de f1 et f2 est strictement infe´rieure a` celle de B. Il est facile
de prouver que tout isomorphisme affine entre les espaces total de f1 et f2,
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est un isomorphisme de fibre´s affines. Les classes d’isomorphismes de ces fibre´s
affines, de´terminent les classes d’isomorphismes de leurs espaces total en tant
que varie´te´s affines. Les varie´te´s affines de dimension 3 dont le groupe fon-
damental n’est pas polycyclique, et les varie´te´s de Hopf ne peuvent avoir de
feuilletages affines a` feuilles compactes.
Voici le plan de notre travail:
0. Introduction
1. Ge´ne´ralite´s
2. Adhe´rence de Zariski et structure des fibres.
3. De´formation des structures affines a` holonomie line´aire fixe´e.
4. Les fibre´s affines affinement localement triviaux.
5. Le cas ge´ne´ral.
1. Ge´ne´ralite´s.
Une varie´te´ affine (M,∇M ) de dimension n, est une varie´te´ diffe´rentiable
M , de dimension n, munie d’une connexion ∇M dont les tenseurs de courbure
et de torsion sont nuls. La connexion ∇M de´finit sur M un atlas (affine) dont
les fonctions de transitions sont des restrictions d’e´le´ments de Aff(IRn). Soient
(M,∇M ) et (M
′,∇M ′) deux varie´te´s affines dont les structures affines sont re-
spectivement de´finies par les atlas affines (Ui, φi) et (U
′
j , φ
′
j′).
Une application diffe´rentiable f , de (M,∇M ) dans (M
′,∇M ′), est affine si
et seulement si φ′j′ ◦ f|Ui ◦ φi
−1 est affine. On note App((M,∇M ), (M
′,∇′M ′))
l’ensemble des applications affines de (M,∇M ) dans (M
′,∇′M ′ ), et Aff(M,∇M )
l’ensemble des automorphismes affines de (M,∇M ).
La structure affine de (M,∇M ) se rele`ve sur son reveˆtement universel Mˆ ,
en une structure affine (Mˆ, ∇ˆ
Mˆ
) pour laquelle la projection reveˆtement pM :
(Mˆ, ∇ˆ
Mˆ
) → (M,∇M ) est une application affine. La structure affine de Mˆ est
de´finie par un diffe´omorphisme local affine DM : (Mˆ, ∇ˆMˆ )→ (IR
n,∇0), ou` ∇0
est la connexion standard de IRn de´finie par
∇XY = DY (X)
X , Y sont deux champs de vecteurs de IRn, et DY la diffe´rentielle de Y .
La de´veloppante donne lieu a` une repre´sentation AM : Aff(Mˆ, ∇ˆMˆ ) →
Aff(IRn) de´finie par le diagramme commutatif suivant:
(Mˆ, ∇ˆ
Mˆ
)
g
−→ (Mˆ, ∇ˆ
Mˆ
)
↓ DM ↓ DM
IRn
AM (g)
−→ IRn
ou` g est un e´le´ment de Aff(Mˆ, ∇ˆ
Mˆ
). La restriction de AM , au groupe fonda-
mental pi1(M), de M , est la repre´sentation d’holonomie hM . La partie line´aire
L(hM ), de hM , est la repre´sentation d’holonomie line´aire de (M,∇M ).
Soit f un e´le´ment de App((M,∇M ), (M
′,∇′M ′)), f se rele`ve en une appli-
cation affine fˆ : (Mˆ, ∇ˆ
Mˆ
) → (Mˆ ′, ∇ˆ′
Mˆ ′
). Soit U un ouvert connexe de Mˆ , sur
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lequel la restriction de la de´veloppante est injective, DM ′|fˆ(U) ◦ fˆ|U ◦DM
−1
|DM(U)
est une application affine de DM (U)→ IR
n′ , qui se prolonge en une application
affine f1 : IR
n → IRn
′
. Celle-ci ve´rifie
DM ′ ◦ fˆ = f1 ◦DM .
L’application fˆ donne lieu a` un morphisme de groupes fˆpi : pi1(M) → pi1(M
′)
de´fini par la relation d’e´quivariance
fˆ ◦ γ = fˆpi(γ) ◦ fˆ .
On en de´duit un morphisme fpi : hM (pi1(M))→ hM ′(pi1(M
′)) tel que
(0.1) f1 ◦ γ = fpi(γ) ◦ f1
si hM est injective. L’application f1 transforme DM (Mˆ) en un sous-ensemble
de DM ′(Mˆ
′).
Question: Etant donne´es fpi et f1 telles que f1 envoieDM (Mˆ) dansDM ′(Mˆ
′),
et f1 ◦ hM (γ) = fpi(hM (γ)) ◦ f1. A quelles conditions peut-on reconstruire f?
La re´ponse a` la question pre´ce´dente est positive si DM ′ est injective.
L’exemple suivant montre que si on se donne f1 et fpi ve´rifiant (0.1), il
n’existe pas toujours d’application f .
Munissons T 3 de la structure affine de Sullivan-Thurston [S-T p.22]. L’image
de la de´veloppante est IR3 = V ect(e1, e2, e3) prive´ des axes de coordonne´es, et
l’holonomie est engendre´e par deux applications diagonales dans ces axes de
coordonne´es ayant des valeurs propres strictement positives. Le quotient de
V ect(e1, e2)−{IRe1 ∪ IRe2} par la restriction de l’holonomie est la re´union de 4
tores. On peut choisir pour f1 la projection de IR
3 sur V ect(e1, e2) paralle`lement
a` V ect{e3}, et fpi la restriction de l’holonomie a` V ect(e1, e2). Il n’existe pas
d’application f correspondante. Dans ce cas f1 n’est pas de´finie sur l’image de
la de´veloppante de la structure affine de T 3.
De´finition.
- On appelle fibration affine une application affine surjective.
- Un isomorphisme affine entre deux fibre´s affines de meˆme base est un
isomorphisme affine entre leur espace total qui se projette sur leur base en une
transformation affine, autrement dit un isomorphisme qui envoie une fibre sur
une fibre.
- Un feuilletage affine sur une varie´te´ affine (M,∇M ) de dimension n, est
un feuilletage de M dont le releve´ sur Mˆ est l’image re´ciproque par DM de la
restriction a` DM (Mˆ) d’un feuilletage par sous-espaces affines paralle`les de IR
n.
Remarque. Le produit fibre´ de deux fibre´s affines est un fibre´ affine.
Proposition 1.1 [T4]. Soit f une application affine, de source la varie´te´
affine compacte et connexe (M,∇M ), alors la distribution F
f
x := {v ∈ TxM/dfx(v) =
0} de´finit surM un feuilletage Ff , dont les feuilles sont les fibres d’une fibration
affine.
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La base de la fibration affine de la proposition pre´ce´dente n’est pas force´ment
l’image de l’application. Si la source de f est compacte, l’image de f est une
sous-varie´te´ affine avec e´ventuellement des points de self-intersections.
Proposition 1.2. Supposons que M est compacte, alors l’image de f a des
points de self-intersections si et seulement si la fonction qui a un point x de
f(M), associe le cardinal des composantes connexes de l’image re´ciproque de x
par f n’est pas constante.
Preuve. Supposons que f(M) a un point de self-intersection y. Le point
y est contenu dans un ouvert de carte affine V ′, tel que l’ensemble des points
de self-intersections de V ′ est une sous-varie´te´ affine. Soit xi un e´le´ment d’une
composante connexe Ci, de f
−1(y). Il existe un ouvert connexe Ui de M con-
tenant Ci, tel que f(Ui) est inclu dans V
′, et les ensembles Ui sont deux a` deux
disjoints. Choisissons un ouvert V inclu dans V ′ tel que f−1(V ) est inclu dans
l’union des Ui. Ceci est possible carM est compacte. Puisque y est un point de
self-intersection, il existe au moins i, j tels que dim(f(Ui)∩f(Uj)) < dimf(Ui).
Les ensembles f−1((f(Ui)− f(Uj)) ∩ V ) et f
−1((f(Uj)− f(Ui)) ∩ V ) sont dis-
joints. On en de´duit que pour tout point yi de (f(Ui)− f(Uj)) ∩ V , le cardinal
des composantes connexes de f−1(yi), est strictement infe´rieur a` celui de celles
de f−1(y).
Pour tout point y de f(M), on va noter ny, le cardinal des composantes con-
nexes de l’image re´ciproque de y par f . Supposons maintenant que la fonction
y 7→ ny n’est pas constante, et f(M) n’a pas de point de self-intersection. Soit
Z l’ensemble des points z de f(M), tels que nz est maximal. Si Z ne contient
pas un point de self-intersection, alors Z est ouvert dans f(M). Or Z est ferme´
car M est compact. On en de´duit que Z = f(M). Donc la fonction z 7→ nz est
constante. Il y a contradiction•
Un classique the´ore`me d’Ehresmann [God], affirme que toute submersion
de source une varie´te´ diffe´rentiable compacte est une fibration diffe´rentiable
localement triviale. Une fibration affine d’espace total compact M , est donc
une fibration localement triviale pour la structure diffe´rentiable. On note F
sa fibre type. Dans la suite, on supposera que f est localement triviale pour
la structure diffe´rentiable. Le feuilletage Ff se rele`ve sur Mˆ , en un feuilletage
Fˆf . Ce dernier est le releve´ par DM , d’un feuilletage DM (Fˆ
f ) de IRn par des
sous-espaces affines paralle`les.
Ecrivons IRn = IRm ⊕ IRl, ou` IRm est un supple´mentaire de la direction IRl,
des feuilles de DM (Fˆ
f ). Pour tout e´le´ment γ de pi1(M),
hM (γ) = (Aγ(x) + aγ , Bγ(y) + Cγ(x) + dγ).
Comme le feuilletage Ff n’a pas d’holonomie, pour tout e´le´ment γ de pi1(F ),
on a
hM (γ) = (x,Bγ(y) + Cγ(x) + dγ).
On en de´duit que l’holonomie line´aire d’une fibre ne de´pend pas de celle-ci.
Pour tout e´le´ment x de IRm, l’application
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pi1(F ) −→ IR
l
γ 7−→ Cγ(x) + dγ
est un 1−cocycle pour l’action de l’holonomie line´aire d’une fibre. Notons
r(x) sa classe de cohomologie. On en de´duit l’existence d’une application affine
r : IRm → H1(pi1(F ), IR
l) qui a x associe r(x), H∗(pi1(F ), IR
l) est le ∗ groupe
de cohomologie de pi1(F ) relatif a` l’action de l’holonomie line´aire d’une fibre. Si
la base est comple`te, alors l’image de r est un sous-espace affine.
Si les fibres sont compactes et comple`tes, alors l’image de r est contenue
dans la sous-varie´te´ alge´brique L, de H1(pi1(F ), IR
l), de´finie par L = {c ∈
H1(pi1(F ), IR
l)/Λlc 6= 0} (Voir [F-G-H] the´ore`me 2.2).
Il existe une varie´te´ affine (M,∇M ) compacte, incomple`te, et de dimension
3, telle que Λ3cM 6= 0 (Voir [G1]).
L’exemple suivant largement inspire´ de [F-G-H] p. 510 − 511, montre que
deux fibres distinctes d’un fibre´ affine dont les fibres sont compactes peuvent
eˆtre des varie´te´s affines qui ne sont pas isomorphes. Soit s un re´el, conside´rons
le sous-groupe G′s, de Aff(IR
3), dont tout e´le´ment g est de la forme
gu,v,t,s(x, y, z) = (e
2tx+ uz, y + st+ vz, etz),
ou` t, u, v ∈ IR. Le groupe G′s pre´serve le demi-espace H de IR
3 de´fini par
z > 0. Il contient un sous-groupe cocompact Gs. Le quotient de H par Gs
est une varie´te´ affine compacte Ms. Si s de´signe un re´el non nul, Ms n’est
pas radiante, alors que M0 l’est. Donc les varie´te´s affines Ms et M0 ne sont
pas isomorphes (voir [F-G-H]). On peut supposer que Gs est l’image de G0
par l’application gs : G0 → Gs, gu,v,t,0 7→ gu,v,t,s. Conside´rons maintenant la
varie´te´ affine M , de dimension 4, quotient de IR×H par l’action de G0 de´finie
par gu,v,t,0(s, y) = (s, gs(gu,v,t,0)(y)), la projection de IR × H → IR, passe au
quotient en une projection deM sur IR, on obtient ainsi un fibre´ affine au-dessus
de IR, dont les fibres ne sont pas isomorphes entre elles.
Soit IR∗+ l’ensemble des re´els strictement positifs. Construisons maintenant
un fibre´ affine au-dessus de IR∗+, dont les fibres sont des tores munis de structures
affines deux a` deux distinctes.
Soient s un e´le´ment de IR∗+, et φs l’application polynomiale de IR
2, de´finie
par φs(x, y) = (x +
1
s
y2, y). Conjuguons le groupe Γs engendre´ par l1,s(x, y) =
(x+ 1, y) et l2,s(x, y) = (x, y + s) par φs.
On obtient le groupe Γ′s engendre´ par
φsl1,sφ
−1
s = l1,s,
et
l′2,s = φsl2,s(φs)
−1(x, y) = (x+ 2y + s, y + s).
Soient s et s′ deux re´els positifs non nuls, et gs,s′ l’application de IR
2 de´finie
par gs,s′(x, y) = (x,
s′
s
y).
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En conjuguant Γ′s par fs,s′ = φs′gs,s′φs
−1, on obtient Γ′s′ . Remarquons
que fs,s′ n’est pas affine si s est diffe´rent de s
′. Si les tores affines Ts, et Ts′ ,
quotients de IR2 par Γ′s, et Γ
′
s′ , e´taient affinement isomorphes, il existerait une
transformation affine As′,s qui conjuguerait Γ
′
s′ en Γ
′
s. La partie line´aire L(As′,s)
de cette transformation serait de la forme
L(As′,s) =
(
a b
0 a
)
car la partie line´aire du conjugue´ de l′2,s′ par As′,s est celle de l
′
2,s. En effet
sans restreindre la ge´ne´ralite´, on peut supposer que l′2,s′ est conjugue´ en l
′
2,s,
puisqu’il existe un automorphisme affine de Ts qui transforme l
′
2,s en l
′
2,s
−1
.
On en de´duit que a = 1, car l1,s est conjugue´ en l1,s par As′,s. Il en re´sulte
que la seconde coordonne´e du conjugue´ de l2,s′ par As′,s est s
′ car elle ne peut
eˆtre ne´gative. Ceci n’est pas possible si s est diffe´rent de s′. Les quotients de
IR2 par Γ′s et Γ
′
s′ sont des varie´te´s affines qui ne sont pas isomorphes si s est
distinct de s′.
Conside´rons maintenant les transformations affines de IR∗+× IR
2 de´finies par
γ1(x, y, z) = (x, y + 1, z) et γ2(x, y, z) = (x, y + 2z + x, z + x).
Le quotient de IR∗+ × IR
2 par le groupe engendre´ par γ1 et γ2, est l’espace
total d’un fibre´ affine au-dessus de IR∗+, dont les fibres ont des structures affines
deux a` deux distinctes.
Plus tard (Proposition 4.1) on verra que si la base d’un fibre´ affine dont
les fibres sont munies d’une structure affine comple`te du tore de dimension 2
distincte de la structure riemannienne plate est comple`te, alors toutes les fibres
sont isomorphes entre elles.
Question: Les fibres d’une fibration affine sont-elles isomorphes entre elles
si l’espace total est compact ?
Supposons que les fibres sont comple`tes, et soient x0 et x1 deux points de la
base (B,∇B). Les fibres au-dessus de x0, et x1, sont isomorphes, si et seulement
si leurs holonomies respectives sont conjugue´es par une application affine. Les
fibres d’un fibre´ affine sont deux a` deux affinement isomorphes, si le groupe des
automorphismes affines qui pre´serve la fibration se projette sur la base en un
groupe qui agit transitivement su celle-ci.
Remarque. Dans [G1], il est donne´ des exemples de structures de varie´te´s
affines sur une varie´te´ diffe´rentiable qui sont topologiquement e´quivalentes sans
eˆtre diffe´rentiablement e´quivalentes.
De la suite exacte d’homotopie associe´e a` une fibration, on de´duit la suite
courte suivante: pi2(B) → pi1(F ) → pi1(M) → pi1(B) → 1. Si pi2(B) = 1, (c’est
le cas si la base est comple`te) pi1(M) est une extension de pi1(B) par pi1(F ).
Proposition 1.3. Supposons que les fibres de f sont compactes, et l’espace
total du releve´ fˆ , de f sur Bˆ, a un feuilletage transverse aux fibres, alors
l’application g : pi1(F )→ pi1(M), de la suite exacte d’homotopie est injective.
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Preuve. S’il existe un feuilletage transverse, aux fibres de fˆ , alors d’apre`s
un the´ore`me d’Ehresmann [God], fˆ est une suspension diffe´rentiable car ses
fibres sont compactes. Il en re´sulte que fˆ est un produit diffe´rentiable, car Bˆ
est simplement connexe, et par suite pi1(F ) s’injecte dans pi1(M)•
On de´duit que pi1(M), est une extension de pi1(B) par pi1(F ), sous les con-
ditions de la proposition pre´ce´dente.
Si la de´veloppante de l’espace total est injective, pi1(M) est une extension
de pi1(B) par pi1(F ) car dans ce cas, pi1(F ) est le noyau de la restriction de la
repre´sentation d’holonomie de l’espace total a` IRm.
2. Adhe´rence de Zariski et structures des fibres.
Dans ce paragraphe, on va de´terminer diffe´rentes conditions, sous lesquelles
les fibres d’un fibre´ affine sont deux a` deux isomorphes. La majorite´ de ces
conditions s’expriment en fonction d’adhe´rences de Zariski.
Proposition 2.1. Soit f un fibre´ affine de base une varie´te´ affine compacte
et comple`te (B,∇B). Si f a une fibre radiante, toutes ses fibres sont radiantes.
De plus si les fibres sont compactes, alors leurs structures affines sont isomor-
phes.
Preuve. S’il existe une fibre radiante, alors il existe un point x0 de IR
m tel
que r(x0) = 0. On a r(γ(x0)) = 0, pour tout e´le´ment γ de pi1(B). L’ensemble
{γ(x0), γ ∈ pi1(B)} engendre l’espace affine IR
m (voir [F-G-H] the´ore`me 2.2).
On en de´duit que r = 0, car r est une application affine. Supposons que les
fibres sont compactes. Quitte a` conjuguer l’holonomie de la fibre au-dessus
d’un point x de B par une translation tx, on peut supposer que les fibres ont
meˆme holonomie. L’application x 7→ tx peut eˆtre choisie continue sur un ouvert
contenant x, on en de´duit de [G3] p. 178 que les fibres au-dessus des points
d’un voisinage de pB(x0) sont isomorphes entre elles, et par suite que toutes les
fibres sont isomorphes entre elles•
Le groupe Aff(Mˆ, ∇ˆ
Mˆ
) est muni d’une topologie de Zariski de´finie par les
fonctions P ◦AM , ou` P est une fonction polynomiale de Aff(IR
n).
Proposition 2.2. Soit f un fibre´ affine d’espace total la varie´te´ affine
(M,∇M ), si pi1(F ) est normal dans Z(pi1(M)), l’adhe´rence de Zariski de pi1(M)
dans Aff(Mˆ, ∇ˆ
Mˆ
) alors pour tous points xˆ, et yˆ de Mˆ appartenant a` la meˆme
orbite de Z(pi1(M)), les fibres de f(pM (xˆ)) et f(pM (yˆ)) sont affinement isomor-
phes.
Preuve. Tout e´le´ment g de Z(pi1(M)) laisse stable Fˆ
f . On en de´duit que g
induit un isomorphisme entre Fˆfxˆ et Fˆ
f
g(xˆ), et par suite un isomorphisme entre les
fibres respectives au-dessus de f(pM (xˆ)) et f(pM (g(xˆ))) car g normalise pi1(F )•
Remarque.
La proposition pre´ce´dente est vraie si pi1(F ) est central dans pi1(M). En
effet, l’application Aff(Mˆ, ∇ˆ
Mˆ
)→ Aff(Mˆ, ∇ˆ
Mˆ
) γ 7→ γ ◦ α ◦ γ−1 ou` α est un
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e´le´ment de pi1(F ) est alge´brique, comme elle est constante sur pi1(M), elle l’est
aussi sur son adhe´rence de Zariski.
Corollaire 2.3. Si (M,∇M ) est compacte et comple`te, et pi1(F ) normal
dans Z(pi1(M)), alors toutes les fibres de f sont affinement isomorphes entre
elles.
Preuve. On sait que Z(pi1(M)) agit transitivement ([G-H2] the´ore`me 2.6)•
Du corollaire pre´ce´dent on de´duit que si l’espace total d’un fibre´ affine est
le tore de dimension n, T n muni d’une structure affine comple`te, toutes ses
fibres sont isomorphes. Ceci n’est pas tout a` fait gratuit car sur T 2, il existe
des structures affines comple`tes, qui ont la meˆme holonomie line´aire sans eˆtre
isomorphes (voir paragraphe 1).
The´ore`me 2.4 Supposons que l’adhe´rence de Zariski de l’holonomie de
l’espace total (M,∇M ) d’un fibre´ affine agisse transitivement sur IR
n, pi2(B) =
1, et ses fibres sont des varie´te´s affines compactes et comple`tes ayant un groupe
fondamental nilpotent, alors toutes les fibres sont isomorphes en tant que varie´te´s
affines.
Preuve. Soient x un point de IRm, γ un e´le´ment de pi1(B), et γˆ un e´le´ment
de pi1(M) au-dessus de γ. γˆ induit par conjugaison un automorphisme de pi1(F ),
Φγˆ . Pour tout point y de IR
m, la restriction de pi1(F ) a` y× IR
l, est conjugue´e a`
la restriction de pi1(F ) a` x × IR
l par un automorphisme polynomial Pγˆxy (voir
[F-G-H] the´ore`me 7.1, proposition 8.3) induisant Φγˆ sur pi1(F ). Les coefficients
de l’automorphisme Pγˆxy sont des fonctions polynomiales de y, car pi1(F ) est
nilpotent (voir [F-G-H]). Pγˆxγˆ(x) peut eˆtre choisi affine, e´gal a` γˆ quitte a` rem-
placer Pγˆxy par PγˆxyP
−1
γˆxγˆ(x)γˆ. Ceci implique que les coefficients des monomes
de degre´s supe´rieurs ou e´gals a` 2, de Pγˆxy, s’annulent en γˆ(x). Ils s’annulent
aussi en Pγˆxg(x), ou` g est un e´le´ment de Z(γˆ) la cloture de Zariski du groupe
engendre´ par γˆ, car ces coefficients sont des fonctions polynomiales de y. On en
de´duit que les fibres au-dessus des points de pB(Z(γˆ)x) sont isomorphes a` la fi-
bre au-dessus de x. Le groupe pi1(B) est engendre´ par un nombre fini d’e´le´ments,
γ1, ..., γp. Le groupe Z engendre´ par Z(pi1(F )γˆ1), Z(pi1(F )γˆ2), ...,Z(pi1(F )γˆp)
est Zariski ferme´ voir [Bor] p.190), en re´pe´tant l’argument pre´ce´dent, on de´duit
que les fibres de pB(Zx) sont isomorphes entre elles. Il en re´sulte que toutes
les fibres sont isomorphes entre elles, car Z contient l’adhe´rence de Zariski de
l’holonomie de l’espace total qui agit transitivement sur IRn•
L’ensemble App(IRm, IRl) est muni d’une structure de pi1(F ) module de´fini
par γ(D) = BγD. Pour tout e´le´ment γ1 de pi1(B), conside´rons l’application
kCγ1 : pi1(F ) → App(IR
m, IRl), γ 7→ Cγ(hB(γ1)) − Cγ est un 1−cocycle pour la
structure de pi1(F ) module pre´ce´dente.
Proposition 2.5. Supposons que pour tout e´le´ment γ de pi1(B), la classe de
cohomologie [kCγ ], de kCγ , est nulle et Z(pi1(B)) agit transitivement sur IR
m,
alors toutes les fibres sont isomorphes entre elles.
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Preuve. Si [kCγ ] est nulle, alors pour tout e´le´ment γ de pi1(B), r(γ)(x) =
r(x), l’applicationAff(IRm)→ H1(pi1(F ), IR
l), g 7→ r(g(x))−r(x) est alge´brique
et s’annulle sur pi1(B), elle s’annulle aussi sur sa cloture de Zariski. Comme
Z(pi1(B)) agit transitivement, on en de´duit que r est une constante. Dans ce
cas le fibre´ affine a des trivialisations locales affines. (Voir paragraphe 4)•
3. De´formation des structures affines a` holonomie line´aire fixe´e.
Conside´rons G, le sous-groupe du groupe des automorphismes de pi1(F )
ve´rifiant: pour tout e´le´ment g ∈ G, il existe une application line´aire inversible
Bg de IR
l telle que
(3.1) L(hF )(g(γ)) = Bg ◦ L(hF )(γ) ◦B
−1
g .
Soit B′g une autre application line´aire ve´rifiant 3.1. L’application line´aire de
Bg ◦ B
′
g
−1
commute avec l’holonomie line´aire. Bg est de´termine´e modulo les
e´le´ments du groupe Aut(L(hF )) des automorphismes line´aires qui commutent
avec L(hF ). L’ensemble {Bg, g ∈ G} sera appele´ groupe de gauge des structures
affines de F dont l’holonomie line´aire est L(hF ).
L’application : g 7→ Bg est une repre´sentation de groupes modulo les e´le´ments
de Aut(L(hF )).
A tout 1−cocycle c de L(hF ) et tout e´le´mentBg deG, on associe le 1−cocycle
g∗c de´fini par g∗c(γ) = Bg(c(g
−1(γ)). On de´finit ainsi une action de G sur
H1(pi1(F ), IR
l).
L’ensemble E(F,L(hF )), des classes d’e´quivalences des structures affines de
F a` holonomie line´aire e´gale a` L(hF ), est le quotient d’un ouvert deH
1(pi1(F ), IR
l)
par l’action de G.
Proposition 3.1. S’il existe une structure alge´brique de E(F,L(hF )) ren-
dant alge´brique la projection canonique t de H1(pi1(F ), IR
l) dans E(F,L(hF )),
et si l’adhe´rence de Zariski de l’holonomie de (B,∇B) agit transitivement sur
IRm, alors toutes les fibres sont isomorphes en tant que varie´te´s affines.
Preuve. Soient x un point de IRm, et Z(pi1(B)) l’adhe´rence de Zariski
de hB(pi1(B)) dans Aff(IR
m). L’application Z(pi1(B)) → E(F,L(hF )), γ 7→
t(r(γ(x)) est alge´brique, car r est alge´brique. Cette application est constante,
car elle est constante sur pi1(B) qui est Zariski dense dans Z(pi1(B)). On en
de´duit que toutes les fibres sont isomorphes car Z(pi1(B)) agit transitivement
sur IRm•
Remarque.
Les fibres d’un fibre´ affine dont la base est compacte et comple`te, et E(F,L(hF ))
est munie d’une structure alge´brique rendant alge´brique la projection deH1(pi1(F ), IR
l)
sur lui, sont isomorphes car l’adhe´rence de Zariski de hB(pi1(B)) dans Aff(IR
m)
agit transitivement sur IRm.
Etude locale de E(F,L(hF )).
Pour de´terminer ’l’espace tangent’ en un point de E(F,L(hF )), il faut e´tudier
les de´formations de ses e´le´ments a` holonomie line´aire fixe´e. Dans la suite de
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cette partie on va supposer que F est compacte et l’image de son holonomie est
discre`te. Ceci entraine (voir [G3]) que l’ensemble des repre´sentations d’holonomies
des structures affines de F est un ouvert dans l’ensemble des repre´sentations de
pi1(F ) dans Aff(IR
l).
Soient h l’holonomie d’une structure affine de F dont la partie line´aire est
L(hF ), et ht une famille a` un parame`tre de repre´sentations de pi1(F ) dans
Aff(IRl), a` parties line´aires e´gales a` L(hF ) telles que h0 = h. Il existe une
application affine u(x) de IRl pour tout e´le´ment x de pi1(F ), telle qu’on a:
ht(x) = exp(tu(x) + 0(t
2))h(x).
Posons u = (B(x), b(x)), 0(t2) = (L(0(t2))(x), a(0(t2))(x)), et h(x) = (Ax, ax),
la partie line´aire de ht(x) est exp(tB(x)+L(0(t
2))(x))Ax = Ax. En de´rivant par
rapport a` t, on obtient que exp(tB(x) + L(0(t2)))(B(x) + L(0′(t2))(x))Ax = 0,
et par suite B(x) = 0 et L(0(t2)) = 0.
Ecrivons maintenant le fait que ht est une repre´sentation: on a ht(xy) =
ht(x)ht(y),
ceci est e´quivalent a`
(AxAy, Ax(ay) + ax + tb(xy) + ta(0(t
2))(xy)) =
(Ax, ax + tb(x) + ta(0(t
2))(x))(Ay , ay + tb(y) + ta(0(t
2))(y))
et par suite on de´duit que l’application pi1(F ) → IR
l, x 7→ b(x) est un
1−cocycle pour L(hF ).
L’espace tangent a` un e´le´ment de l’ensemble des repre´sentations de pi1(F )
dansAff(IRl), a` partie line´aire e´gale a` L(hF ), s’identifie a` l’ensemble Z
1(pi1(F ), L(hF ))
des 1−cocycles de pi1(F ) pour la repre´sentation L(hF ).
De´terminons maintenant la structure de l’espace tangent’ d’un e´le´ment de
E(F,L(hF )). Pour ce faire conside´rons une de´formation ht triviale de h a` partie
line´aire L(hF ). Il existe une courbe a` un parame`tre gt de transformations du
groupe de gauge, telle que ht(x) = g−th(x)gt.
L’application gt est associe´e a` l’identite´ car on a suppose´ que l’image de
l’holonomie est discre`te. Posons gt = exp(tu+ 0(t
2)), u = (C, c).
Comme la partie line´aire de ht(x) est celle de h(x), C commute avec L(hF ).
En de´rivant exp(−t(u + 0(t2)))h(x)exp(tu + 0(t2)) par rapport a` t, on obtient
(0,−C(ax)− c+Ax(c)).
”L’espace tangent” de E(pi1(F ), L(hF )) en h s’identifie au quotient Th de
Z1(pi1(F ), L(hF )) par l’ensemble des x 7→ (−C(ax)− c+Ax(c)), ou au quotient
de H1(pi1(F ), L(hF )) par {x→ [C(ax)]}.
Proposition 3.2. Rigidite´ Si Thx0 , l’espace tangent en la fibre passant par
x0 est nul, alors toutes les fibres sont isomorphes entre elles.
Preuve. En effet l’ensemble des e´le´ments x de B tels que la fibre au-dessus
de x, est isomorphe a` celle au-dessus de x0, est un ferme´. Si Thx0 = 0, il est
aussi un ouvert, d’ou` le re´sultat•
Donnons maintenant des exemples de E(F,L(hF )).
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Si F est une varie´te´ compacte munie d’une me´trique plate, d’apre`s les
the´ore`mes de Bieberbach, E(F,L(hF )) est un point.
Proposition 3.3. Si (F,∇F ) est une varie´te´ affine compacte, radiante, telle
que pi1(F ) est nilpotent, alors E(F,L(hF )) est un point.
Preuve. En effet si pi1(M) est nilpotent d’apre`s [F-G-H] toute structure
affine voisine de celle de´finie par hF est radiante, il re´sulte de [G3] qu’elle lui est
isomorphe, car quitte a` conjuguer par une translation ”assez petite”, on peut
supposer qu’elles ont meˆmes holonomies•
Conside´rons maintenant le tore T 2 muni d’une structure affine comple`te dis-
tincte de la structure riemannienne plate standard. Elle s’obtient en conjuguant
le groupe Γs,t s, t ∈ IR engendre´ par γ1,s(x, y) = (x + s, y) et
γ2,t(x, y) = (x, y + t)
par une application polynomiale φr(x, y) = (x + ry
2, y), r ∈ IR, on obtient
le groupe Γr,s,t engendre´ par α1,s(x, y) = (x+ s, y) et α2,s,t(x, y) = (x+ 2rty+
rt2, y + t).
Si on e´tudie les de´formations de la structure plate en fixant l’holonomie
line´aire, alors rt est une constante a; α2,s,t s’e´crit alors α2,s,t(x, y) = (x+2ay+
at, y + t).
Le re´el a e´tant donne´, pour tout couple (t, t′) de re´els non nuls, un automor-
phisme polynomial qui conjugue Γr,s,t en Γr′,s′,t′ est f
′ = φ a
t′
mφ−a
t
, ou` m est
l’automorphisme de IR2 de´finit par m(x, y) = ( s
′
s
x, t
′
t
y). On a
f ′(x, y) = (
s′
s
x+ a(
st′ − s′t
st2
)y2,
t′
t
y).
Proposition 3.4. Les varie´te´s affines quotients de IR2 respectivement par
Γ a
t
,s,t et Γ a
t′
,s′,t′ sont affinement isomorphes si et seulement si st
′ − s′t = 0.
Preuve. Supposons que st′ − s′t 6= 0 et les structures affines de´finies
par Γ a
t
,s,t et Γ a
t′
,s′,t′ sont isomorphes, alors il existe une application affine
B′ qui conjugue Γ a
t′
,s′,t′ en Γ a
t
,s,t. La partie line´aire de B
′ est triangulaire
supe´rieure car elle pre´serve le groupe engendre´e la partie line´aire de α2,s,t.
Aussi sans restreindre la ge´ne´ralite´ on peut supposer que B′ conjugue α1,s′
en α1,s. L’automorphisme g = B
′ ◦ f ′ est un automorphisme polynomial qui
normalise Γr,s,t, l’action induite fixant α1,s, et quitte a` remplacer g par son
carre´, on peut supposer qu’il existe un e´le´ment p de IZ tel que g(α2,s,t) =
α2,s,t+pα1,s,t. L’automorphisme de groupe re´sultant de l’action de B
′ sur Γ a
t
,s,t
peut s’exprimer sous la forme de la matrice C′ =
(
1 p
0 1
)
. L’automorphisme
C de IR2 dont la matrice est
(
1 ps
t
0 1
)
, normalise Γ a
t
,s,t et induit C
′ sur Γ a
t
,s,t.
C−1g commute avec Γr,s,t. Il est montre´ dans [T2] que l’ensemble des auto-
morphismes polynomiaux qui commute avec l’holonomie d’une varie´te´ affine
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compacte et comple`te agit librement. Or on sait que l’ensemble des automor-
phismes affines qui commute avec l’holonomie d’une structure affine comple`te du
tore agit transitivement car une structure affine comple`te de T 2, se rele`ve en une
structure associative de IR2, sous-jacente a` sa structure de groupe commutatif.
Il en re´sulte que C−1g est affine. Il y a contradiction •
Comme s et t ne sont pas nuls, on en de´duit que l’ensemble des orbites des
repre´sentations affines du tore T 2, dont la partie line´aire est l’holonomie line´aire
d’une structure affine (fixe´e) comple`te distincte de la structure plate standard
sous l’action du groupe de gauge est le projectif re´el prive´ de deux points. On
remarque que la projection de H1(pi1(F ), L(hF )) − {0} dans le projectif re´el
est alge´brique. On en de´duit une proposition, qui donne un crite`re, pour que
les fibres d’un fibre´ affine isomorphes a` des tores munis de structures affines
comple`tes soient isomorphes.
Proposition 3.5. Soit f un fibre´ affine dont les fibres sont des tores munies
d’une structure affine comple`te, alors si Z(pi1(B)), l’adhe´rence de Zariski de
pi1(B) dans Aff(Bˆ,∇Bˆ) agit transivement sur DB(Bˆ), alors toutes les fibres
sont isomorphes entre elles.
Preuve. Si L(hF ) est la repre´sentation triviale, le re´sultat provient du fait
que E(T 2, L(hF )) est un point. L’application r
′ : Z(pi1(M)) → E(T
2, L(hF ))
qui a` g associe la classe d’e´quivalence de r(gx0) dans E(T
2, L(hF )) est alge´brique
on conclut grace a` 3.1•
L’ensemble Hom(Γ, L) des repre´sentations d’un groupe Γ dans un groupe
de Lie L est e´tudie´ par plusieurs auteurs, notamment lorsque Γ est le groupe
fondamental d’une surface compacte. Si Γ est de pre´sentation fini, Hom(Γ, L)
a une structure de varie´te´ alge´brique sur laquelle L agit en composant une
repre´sentation par un automorphisme inte´rieur, le quotient Hom(Γ, L)/L de
Hom(Γ, L) par L n’est pas en ge´ne´ral une varie´te´ alge´brique [G3].
Dans l’e´tude de l’espace de Teichmuller d’une surface S de genre g > 1, on
est amene´ a` conside´rer les repre´sentations de pi1(S) dans PSL(2, IR).
Supposons que F soit compacte. L’ensemble des repre´sentations d’holonomies
des structures affines de F s’identifie a` un ouvert de Hom(pi1(F ), Aff(IR
l))
[G3], et l’ensemble des structures affines de F au quotient de cet ouvert par
Aff(IRl). Si Hom(pi1(F ), Aff(IR
l))/Aff(IRl) est une munie d’une structure
de varie´te´ alge´brique rendant alge´brique la projection de Hom(pi1(F ), Aff(IR
l))
dans Hom(pi1(F ), Aff(IR
l))/Aff(IRl), alors toutes les fibres d’un fibre´ affine
dont les fibres sont diffe´omorphes a` F et de base compacte et comple`te sont
isomorphes entre elles.
Soit Ad(pi1(F )) : pi1(F ) → aff(IR
l), la compostion de l’holonomie et de
la repre´sentation adjointe de Aff(IRl), H0(pi1(F ), aff(IR
l)) est l’ensemble des
champs affines de (F,∇F ). Les e´le´ments de H
1(pi1(F ), aff(IR
l)) dont le cup
produit est nul sont les e´le´ments tangents a` Hom(pi1(F ), Aff(IR
l))/Aff(IRl)
voir [G2], Il ne nous est pas connu si les groupes de cohomologies supe´rieurs
H∗(pi1(F ), aff(IR
l)) ont une interpre´tation ge´ome´trique.
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4. Fibre´s affines affinement localement triviaux.
De´finitions.
On dira qu’un fibre´ affine est un fibre´ affine trivial, s’il est le produit affine
de sa base par une de ses fibres.
On dira qu’un fibre´ affine est affinement localement trivial (f.a.l.t), si et
seulement si son releve´ sur le reveˆtement universel de sa base est un fibre´ affine
trivial.
Remarque.
Si le fibre´ affine f est un f.a.l.t alors il existe un syste`me de coordonne´es
affines telles que pour tout e´le´ment γ de pi1(M) pre´servant une fibre, hM (γ)(x, y) =
(x,Bγ(y) + dγ); ceci e´quivaut a` dire que r est constante. Re´ciproquement si le
groupe des transformations affines du reveˆtement universel de la base agit tran-
sitivement sur celle-ci et r = 0, le fibre´ affine est un f.a.l.t.
Dans la suite de cette partie, on supposera que la de´veloppante de l’espace
total est injective et 0 appartient a` son image.
Proposition 4.1. Soit f un fibre´ affine d’espace total une varie´te´ affine
comple`te, dont l’holonomie line´aire des fibres est celle d’une structure comple`te
du tore T 2 distincte de la structure riemannienne plate, alors, f est un f.a.l.t.
Preuve. Ecrivons IRn = IRm × IR2, l’holonomie de la structure affine des
fibres de f est engendre´e par deux e´le´ments γ1 et γ2 de la forme:
γ1(z, x, y) = (z, x+ ry + α1(z), y + β1(z)).
γ2(z, x, y) = (z, x+ α2(z), y + β2(z)).
Ou`, z et (x, y) de´signent respectivement des e´le´ments de IRm et IR2, α1, α2, β1
et β2 des formes affines de IR
m et r un re´el non nul. Comme γ1 et γ2 commutent,
on a:
γ1 ◦ γ2 = (z, x+ α2(z) + r(y + β2(z)) + α1(z), y + β1(z) + β2(z))
=
γ2 ◦ γ1 = (z, x+ ry + α1(z) + α2(z), y + β1(z) + β2(z)).
On en de´duit que α2(z) + rβ2(z) + α1(z) = α1(z) + α2(z). Ceci implique que
β2(z) = 0. Comme l’action de γ2 sur IR
n est libre, on en de´duit que α2 est une
constante a2. Aussi β1(z) ne peut s’annuler en un point z0, sinon la fibre au-
dessus de f(z0) ne serait pas compacte. On en de´duit que β1 est une constante
b1.
Conjuguons maintenant par
φ(z, x, y) = (z, x, y −
1
r
α1(z))
φ−1(z, x, y) = (z, x, y +
1
r
α1(z))
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φ−1 ◦ γ2 ◦ φ = γ2
φ−1 ◦ γ1 ◦ φ(z, x, y) = (z, x+ ry, y + b1)•
La proposition pre´ce´dente n’est pas valable si on ne suppose pas que la base
est comple`te comme le montre le paragraphe 1.
Soient (F,∇F ) et (B,∇B) deux varie´te´s affines compactes, on va classifier
tous les fibre´s affines affinement localement triviaux de base (B,∇B) et de fibre
(F,∇F ) tels que la de´veloppante de l’espace total est injective.
Soit (M,∇M ) l’espace total d’un tel fibre´. On sait que pi1(F ) est un sous-
groupe normal de pi1(M), c’est le noyau de la restriction de hM a` IR
m. Con-
side´rons γ et γ1 deux e´le´ments quelconques de pi1(F ) et de pi1(M), on a:
hM (γ)(x, y) = (x,Bγ(y) + dγ)
et
hM (γ1)(x, y) = (Aγ1(x) + aγ1 , Bγ1(y) + Cγ1(x) + dγ1),
ou` Aγ1 de´signe un automorphisme de IR
m, Bγ et Bγ1 des automorphismes de
IRl, Cγ1 une application line´aire de IR
m dans IRl, aγ1 un e´le´ment de IR
m, dγ et
dγ1 des e´le´ments de IR
l.
hM (γ1)
−1(x, y) = (A−1γ1 (x)−A
−1
γ1
(aγ1), B
−1
γ1
(y)
−B−1γ1 (dγ1)−B
−1
γ1
Cγ1(A
−1
γ1
(x) −A−1γ1 (aγ1)))
Ecrivons que hM (pi1(F )) est un sous-groupe normal de hM (pi1(M)), on a
hM (γ
−1
1 ) ◦ hM (γ) ◦ hM (γ1)(x, y) =
(x,B−1γ1 BγBγ1(y) +B
−1
γ1
BγCγ1(x) +B
−1
γ1
Bγ(dγ1)
+B−1γ1 (dγ)−B
−1
γ1
Cγ1(x) −B
−1
γ1
(dγ1))
Ceci implique que
B−1γ1 BγCγ1(x) −B
−1
γ1
Cγ1(x) = 0,
et par suite, Cγ1(x) ∈ H
0(pi1(F ), IR
l).
L’espace vectoriel Applin(IRm, H0(pi1(F ), IR
l)), des applications line´aires de
IRm dans H0(pi1(F ), IR
l), est muni d’une structure de pi1(B) module a` gauche
de´finie par γ′1(D) = Bγ1 ◦D, et d’une structure de pi1(B) module a` droite de´finie
par γ′1(D) = D ◦Aγ1 . Ou` γ1 est un e´le´ment de pi1(M) au-dessus de γ
′
1.
Notons TF la composante connexe de l’ensemble des transformations affines
de (F,∇F ) qui se rele`vent sur IR
l en des translations. L’application line´aire
de H0(pi1(F ), IR
l) t 7→ Bγ1t induit sur Applin(IR
m, TF ) une structure de pi1(B)
module a` gauche. La structure de module a` droite deApplin(IRm, H0(pi1(F ), IR
l)),
induit surApplin(IRm, TF ) une structure de pi1(B) module a` droite. Soit IZpi1(B)
l’alge`bre de groupe de pi1(B). L’espace vectoriel Applin(IR
m, TF ) est donc muni
d’une structure de IZpi1(B) bi-module.
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Conside´rons l’application C′ : pi1(B)→ Applin(IR
m, TF ), γ
′
1 7→ pF (Cγ1), ou`
pF (Cγ1(x)) est l’e´le´ment de TF induit par Cγ1(x). Ve´rifions que C
′ est bien
de´finie: Pour tout e´le´ment γ(x, y) = (x,Bγ(y) + dγ) de pi1(F ), on a
γ ◦ γ1(x, y) = (Aγ1(x) + aγ1 , BγBγ1(y) +BγCγ1(x) +Bγ(dγ1) + dγ),
comme Cγ1(x) ∈ H
0(pi1(F ), IR
l), on en de´duit que C′ est bien de´finie.
Soit γ2(x, y) = (Aγ2(x) + aγ2 , Bγ2(y) + Cγ2(x) + dγ2) un autre e´le´ment de
hM (pi1(M)),
γ1 ◦ γ2(x, y) = (Aγ1Aγ2(x) +Aγ1(aγ2) + aγ1 ,
Bγ1Bγ2(y) +Bγ1Cγ2(x) +Bγ1(dγ2) + Cγ1(Aγ2(x) + aγ2) + dγ1)
.
Soient γ′1 et γ
′
2, les images respectives de γ1 et γ2 dans pi1(B). On a C
′(γ′1◦γ
′
2) =
pF (Bγ1Cγ2(x) + Cγ1Aγ2(x)),on en de´duit que C
′ se prolonge en 1−cocycle C
de IZpi1(B) module pour la cohomologie de Hochschild de´finit par les actions a`
droite et a` gauche pre´ce´dentes. Notons [C] sa classe de cohomologie.
L’application de
Cf2 : pi1(B) × pi1(B) −→ TF
(γ1, γ2) 7−→ pF (Cγ1(Aγ2)− Cγ1))
est un 2−cocycle pour l’action a` gauche de pi1(B).
Proposition 4.2. Supposons que la classe de cohomologie de Hochschild [C]
associe´e a` f , qu’on vient de de´finir s’annulle, alors f est affinement isomorphe
a` un fibre´ affine plat.
Preuve. Supposons que [C] = 0, alors il existe une application D′ appar-
tenant a` Applin(IRm, TF ) telle que C
′(γ′1) = Bγ1D
′−D′Aγ1 . On en de´duit que
Cγ1 = Bγ1◦D−D◦Aγ1+E, ou`D etE sont des e´le´ments deApplin(IR
m, H0(pi1(F ), IR
l)),
tels que pF (D) = D
′ et E(x) se projette en l’application identite´ de F . Comme
hM (pi1(F )) est discret car la de´veloppante de (M,∇M ) est injective, il en re´sulte
que E = 0. En conjuguant l’holonomie de (M,∇M ) par (x, y) 7→ (x, y +D(x)),
on en de´duit que f est isomorphe a` fibre´ affine plat•
La donne´e de [C] ne de´termine pas comple`tement la classe d’isomorphisme
du fibre´ affine f , car elle suppose la connaissance de l’action de pi1(B) sur TF .
Pour tout e´le´ment γ′1 de pi1(B), l’application (x, y) 7→ (x,Bγ1(y)+dγ1) normalise
hM (pi1(F )), elle de´finit donc un e´le´ment g(γ
′
1) de Aff(F,∇F ).
On a
(C′γ′1◦γ′2
)g(γ′1 ◦ γ
′
2) = (C
′
γ′1
γ′2 − C
′
γ′1
)(C′γ′1
)g(γ′1) ◦ (C
′
γ′2
)g(γ′2).
On dira que g est compatible avec l’action de pi1(B).
Soit Aff(F,∇F )/TF le quotient de Aff(F,∇F ) par TF , g(γ
′
1) se projette
sur Aff(F,∇F )/TF en g¯(γ
′
1). L’application γ
′
1 7→ g¯(γ
′
1) est une repre´sentation.
Re´ciproquement, si on se donne une repre´sentation g¯ : pi1(B)→ Aff(F,∇F )/TF ,
pour tout e´le´ment α de pi1(B), conside´rons un e´le´ment g(α) de Aff(F,∇F ) au-
dessus de g¯(α). L’application TF → TF , t 7→ g(α) ◦ t ◦ g(α)
−1 ne de´pend que de
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g¯(α). On en de´duit une repre´sentation pi1(B)→ Aut(TF ), t 7→ Bα(t). L’espace
vectoriel Applin(IRm, TF ) est muni d’une structure de IZpi1(B) bimodule, la
structure de module a` gauche est de´finie par (α.C)(x) = BαC(x), et celle de
module a` droite est de´finie par (C.α)(x) = C(L(hB(α))(x)). Si de plus on se
donne un 1−cocycle de Hochschild C pour cette structure de bimodule, telle
que l’application de g : pi1(B)→ Aff(F,∇F ) au-dessus de g¯ ve´rifie
Cα1◦α2g(α1 ◦ α2) = (Cα1α2 − Cα1)Cα1g(α1) ◦ Cα2g(α2),
on de´finit un fibre´ affine, en quotientant IRm × (F,∇F ) par l’action de pi1(B)
de´finie par α(x, y) = (α.x, Cα(x)g(α).(y)).
Soient (F,∇F ), (B,∇B) deux varie´te´s affines et f1 f2 deux f.a.l.t de base
(B,∇B) et de fibre (F,∇F ). A f1 et f2 on associe des repre´sentations g¯1
et g¯2 de pi1(B) → Aff(F,∇F )/TF , induisant des structures de IZpi1(B) bi-
modules sur Applin(IRm, TF ), deux 1−cocycles C1, C2 pour la cohomologie
de Hochschild de ces structures de bimodules, et enfin deux applications g1, g2 :
pi1(B)→ Aff(F,∇F ) au-dessus de g¯1 et g¯2 telles que Ciα◦βgi(α◦β) = (Ciα(β)−
Ciα)Ciαgi(α)Ciβgi(β) i ∈ {1, 2}.
The´ore`me 4.3. Soient f1 et f2 deux fibre´s affines isomorphes, alors il
existe un automorphisme affine de (B,∇B) qui se rele`ve sur Bˆ × (F,∇F ) en
un automorphisme qui pre´serve les fibres de fˆ1 = Bˆ × (F,∇F ), conjugue la
repre´sentation g¯1 en g¯2 et transforme [C1] en [C2]. Re´ciroquement, s’il existe
un automorphisme affine de (B,∇B) qui se rele`ve en un automorphisme de
fˆ1 pre´servant ses fibres, conjuguant g¯1 en g¯2, envoyant [C1] en [C2], alors il
existe un 1−cocycle c ∈ H1(pi1(B), H
0(pi1(F ), IR
l)) tel que le fibre´ affine dont
l’holonomie est de´finie par pi1(M) : γ 7→ c(γ)hM1(γ) est isomorphe a` f2.
On aura besoin du lemme suivant:
Lemme 4.4. Soient C : IRm → H0(pi1(F ), IR
l) une application line´aire,
et k = (B, d) (resp k′ = (A, a)) un e´le´ment de N(pi1(F )), (resp N(pi1(B)) le
normalisateur de pi1(F ) (resp pi1(B)) dans Aff(Fˆ , ∇ˆFˆ ), (resp Aff(Bˆ, ∇ˆBˆ))
l’automorphisme kz : (x, y) 7→ (A(x) + a, k(y) + C(z)) conjugue hM1 en un
groupe h′M1 , il induit une nouvelle repre´sentation de pi1(B) dans TF . La classe
de cohomologie [C1] est transforme´e en une classe [C
′
1] pour cette repre´sentation
qui ne de´pend pas de z.
Preuve. Soit γ un e´le´ment de hM1(pi1(M)), posons
γ(x, y) = (Aγ(x) + aγ , Bγ(y) + Cγ(x) + dγ),
on a
k−1z γkz = (k
′−1(Aγ(x), aγ)k
′,
B−1(BγB(y) +BγC(z) +Bγ(d) + Cγ(k
′(x)) + dγ − d− C(z)))
La nouvelle repre´sentation de pi1(B) dans TF est induite par
h′ : γ → B−1B1B
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Le cocycle de´fini par Cγ est transforme´ en celui de´fini par
(C′γ)z(x) = B
−1Cγ(A(x))•
Preuve du the´ore`me 4.3. Soient f1 et f2 deux fibre´s affines isomorphes
d’espaces total (M1,∇M1), et (M2,∇M2). Il existe un automorphisme affine
k de l’espace total de fˆ1 respectant les feuilles de fˆ1 tel que la restriction de
AM (k) a` IR
m normalise hB(pi1(B)), et conjugue hM1 en hM2 . Posons
AM (k)(x, y) = (A(x) + a,B(y) + C(x) + d).
Pour tout e´le´ment z de IRm tel qu’il existe y dans IRl ve´rifiant (z, y) ∈
DM (Mˆ), l’automorphisme AM (kz) qui (x, y) 7→ (x,B(y) +C(z) + d) normalise
l’holonomie de (F,∇F ), AM (kz) de´finit un e´le´ment kz de Aff(F,∇F ) qui se
projette sur Aff(F,∇F )/TF en un e´le´ment g ne de´pendant pas de z. g conjugue
g¯1 en g¯2 et transforme [C1] en [C2].
Re´ciproquement, supposons que les repre´sentations g¯1 et g¯2 soient conjugue´es
par un automorphisme g de IRm×(F,∇F ) laissant stable l’ensemble des fibres de
Bˆ×(F,∇F ) et dont la restriction a` IR
m se restreint sur Bˆ en un automorphisme
qui normalise pi1(B) (On a suppose´ que DM est injective). Supposons de plus,
que g transforme [C1] en [C2].
Conjuguons g1 par g, on obtient une application g
′
1 : pi1(B) → Aff(F,∇F )
telle que pour tout e´le´ment γ de pi1(B), on a g
′
1(γ) = E(x)g2(γ). Ou E : IR
m →
TF est une application affine. Comme [C1] est transforme´e en [C2] par g, quitte
a` conjuguer g′1 par une application (x, y) 7→ (x, y+C(x)), ou` C : IR
m → TF est
line´aire, on peut supposer que E est une constante c. L’application E : pi1(B)→
TF est un pi1(B) 1−cocycle•
Remarque.
Etant donne´ un fibre´ affine affinement localement trivial au-dessus de (B,∇B)
de fibre type (F,∇F ) dont la partie line´aire coincide avec celle de hM2 , sa classe
d’isomorphisme est de´termine´e par l’orbite de c (voir the´ore`me pre´ce´dent) sous
l’action du sous-groupe des automorphismes affines de l’espace total qui pre´serve
les fibres de ce fibre´.
Pour classifier les fibre´s affines affinement localement triviaux de base (B,∇B)
et de fibre (F,∇F ), Il faut classifier
- les classes de conjugaisons des repre´sentations de pi1(B)→ Aff(F,∇F )/TF ,
cet ensemble peut avoir une structure complique´e (voir [G3]).
- Une repre´sentation de pi1(B) → Aff(F,∇F )/TF e´tant donne´e, classifier:
les orbites des 1−cocycles de Hochschild de Zpi1(B) a` valeurs dansApplin(IR
m, TF )
sous l’action de N(pi1(B))× Aff(F,∇F ).
- Une repre´sentation de pi1(B) → Aff(F,∇F )/TF et un 1−cocycle e´tant
donne´s, classifier les applications g compatibles avec l’action de pi1(B).
Proposition 4.5. Conside´rons un fibre´ affine caracte´rise´ par g,Bα et C,
les fibre´s caracte´rise´s par g′, Bα (Bα ne varie pas) sont de la forme g
′(γ) =
c(γ)g(γ), ou` c(γ) ∈ H1(IZpi1(B), App(IR
m, TF )). L’action a` droite de pi1(B)
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sur Applin(IRm, TF ) est induite par la composition a` droite avec l’holonomie de
(B,∇B) et non par la composition avec son holonomie line´aire.
Preuve. On a g′(γ) = c(γ)g(γ), ou` c(γ) est un e´le´ment de App(IR, TF ). En
e´crivant le fait que
c(γ1γ2)Cγ1◦γ2g(γ1 ◦ γ2) = ((Cγ1 + c(γ1))(hM2 (γ2))−
(Cγ1 + c(γ1))c(γ1)Cγ1g(γ1) ◦ c(γ2)Cγ2g(γ2),
on obtient que c(γ1γ2) = Bγ1c(γ2) + c(γ1)γ2 d’ou` le re´sultat•
Remarque.
Les cocycles de Hochschild utilise´s au re´sultat pre´ce´dent sont des applications
affines contrairement a` ceux utilise´s plus toˆt qui sont des applications line´aires.
On va faire correspondre a` nos 1−cocyles de Hochschild des 1−cocycles de
groupes.
A la repre´sentation pi1(B)→ Aut(H
0(pi1(F ), IR
l)), on peut associer un fibre´
plat BH0 qui est le quotient de Bˆ×H0(pi1(F ), IR
l) par l’action de pi1(B) de´finie
par (x, y) 7→ (γ(x), Bγ(y)). Il existe sur Ω(B,H
0(pi1(F ), IR
l)), l’ensemble des
formes de´finie sur B et a` valeurs dans BH0, une de´rivation d1 associe´e a` la
structure plate de BH0. L’ensemble PBH0, des 1−formes d1 paralle`les est
un faisceau localement constant au dessus de B. Il s’identifie donc a` un fibre´
vectoriel au-dessus de B, qui est le quotient de Bˆ×Applin(IRm, H0(pi1(F ), IR
l))
par l’action de pi1(B) de´finie par (x,D) 7→ (γ(x), BγDA
−1
γ ).
Il existe sur Ω(B,PBH0) une de´rivation d2 de´finie par la structure plate de
PBH0. NotonsB′ : pi1(B)→ Aut(Applin(IR
m, H0(pi1(F ), IR
l))) la repre´sentation
de´finie par γ(D) = BγDA
−1
γ . Les 1−cocycles pour cette repre´sentation sont
les applications C′ : pi1(B) → Applin(IR
m, H0(pi1(F ), IR
l)) ve´rifiant C′γ1γ2 =
Bγ1C
′
γ2
A−1γ1 + C
′
γ1
. A tout B′ 1−cocycle de groupe C′, on peut associer le
IZpi1(B) 1−cocycle de Hochschild C de´fini par Cγ = C
′
γAγ . L’application
C′ 7→ C est un isomorphisme d’espace vectoriel qui passe au quotient en un
isomorphisme en cohomologie.
Supposons que Bˆ est contractible. Les the´ore`mes d’isomorphismes de de
Rham [Br] montrent queH1(pi1(B), Applin(IR
m, IRl)) est isomorphe a`H1(B,PBH0, d2).
Donc a` C′ associe´ a` un fibre´ affine de base (B,∇B) et de fibe type (F,∇F ) cor-
respond un e´le´ment Cˆ de H1(B,PBH0, d2). Aussi l’ensemble des 1− formes
d2 ferme´es de´finies sur B et a` valeurs dans PBH
0 est isomorphe a` la somme
de l’ensemble Ω2s(B,BH
0) des 2−formes syme´triques d2 ferme´es (c’est a` dire d2
paralle`les), avec celles de l’ensemble des 2−formes alterne´es d1 ferme´es a` valeurs
dans H0(pi1(F ), IR
l). Donc a` Cˆ il correspond une deux forme alterne´e d1 ferme´e
Dˆ, et une forme syme´trique paralle`le D′. Le groupe H2(B,BH0), est isomor-
phe a` H2(pi1(B), H
0(pi1(F ), IR
l)) car Bˆ est contractible. Donc il correspond a`
la classe de Dˆ un e´le´ment [D] de H2(pi1(B), H
0(pi1(F ), IR
l)).
On le the´ore`me suivant:
The´ore`me 4.6. Soient f1 et f2 deux fibre´s affines affinement localement
triviaux au-dessus de (B,∇B) de fibre type (F,∇F ). Supposons que Bˆ soit con-
tractible. A f1 et f2 on associe les repre´sentations g¯1, g¯2 : pi1(B)→ Aff(F,∇F )/TF
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et deux e´le´ments [D1], [D2] et D
′
1, D
′
2 appartenant respectivement a` H
2(pi1(B), H
0(pi1(F ), IR
l))
et a` Ω2s(B,BH
0) telles que d2(D
′
1) = d2(D
′
2) = 0 comme ci-dessus.
Alors si f1 et f2 sont isomorphes, il existe un automorphisme affine de
(B,∇B) se relevant en un automorphisme affine du fibre´ affine trivial (Bˆ, ∇ˆB)×
(F,∇F ) de Aff(F,∇F ) qui conjugue g¯1 en g¯2 et transforme ([D1], D
′
1) en
([D2], D
′
2).
Re´ciproquement si g¯1 et g¯2 sont conjugue´es par un automorphisme affine
de (Bˆ, ∇ˆB)× (F,∇F ) (se projettant sur (B,∇B)) qui transforme ([D1], D
′
1) en
([D2], D
′
2)), alors il existe un e´le´ment c ∈ H
1(pi1(B), H
0(pi1(F ), TF )) tel que le
fibre´ affine de´fini par g′(γ) = c(γ)g1(γ) est isomorphe a` f2.
Proposition 4.7. Supposons que l’espace total d’un fibre´ affine f soit une
varie´te´ affine (M,∇M ) compacte et comple`te et dimH
1(pi1(F ), IR
l) = 1, alors
f est un f.a.l.t. Si on suppose de plus que la base (B,∇B) est le tore T
n muni
de sa structure riemannienne plate, et dimH1(pi1(M), IR
n) = 1 alors f est un
fibre´ affine plat.
Preuve. L’application r est constante, sinon elle s’annullerait en un point
x et la fibre au-dessus de pM (x) serait radiante, ceci n’est pas possible car une
varie´te´ affine compacte et comple`te ne peut eˆtre radiante. On en de´duit que f
est un f.a.l.t.
Si la base est le tore T n muni de sa structure riemannienne plate standard,
pour tout x de IRm, γ 7→ Cγ(x) est un 1−cocycle pour l’action de pi1(B).
Notons [Cγ(x)] sa classe de cohomologie. La suite exacte de Hochschild-Serre
prouve que le groupeH1(pi1(B), H
0(pi1(F ), IR
n)) s’injecte dansH1(pi1(M), IR
n),
l’obstruction radiante de (M,∇M ) ne peut coincider avec un e´le´ment de la droite
engendre´e par [Cγ(x)] (s’il est non nul), car l’action affine d’une varie´te´ affine
compacte et comple`te est irre´ductible. On en de´duit que [Cγ(x)] est nul, Et par
suite f est isomorphe a` un fibre´ affine plat•
Proposition 4.8. Soient f1 et f2 deux fibre´s affines d’espace total compacts
respectifs (M1,∇M1) et (M2,∇M2), de meˆme base (B,∇B). On suppose en outre
que (B,∇B) ne peut pas eˆtre muni d’un feuilletage affine a` feuilles compactes
non trivial et qu’il existe une fibre F0 de f2 qui ne peut pas eˆtre l’espace total
d’un fibre´ affine de base (B,∇B), alors tout isomorphisme g entre les varie´te´s
affines (M1,∇M1) et (M2,∇M2) est un isomorphisme entre les fibre´s affines f1
et f2.
Preuve. Soit g un isomorphisme entre (M2,∇M2) et (M1,∇M1), f1(g(F0))
n’est pas B car F0 n’est pas l’espace total d’un fibre´ affine au-dessus de (B,∇B).
Les images des fibres de f2 par f1◦g de´finissent sur (B,∇B) un feuilletage affine a`
feuilles compactes. Les feuilles de ce feuilletage affine sont force´ment des points.
On en de´duit que g envoie les fibres de f2 sur celles de f1•
Proposition 4.9. Supposons que l’espace total (M,∇M ) d’un fibre´ affine f ,
soit une varie´te´ affine compacte et comple`te, alors Aff(M,∇M )0 la composante
connexe de Aff(M,∇M ) pre´serve f .
Preuve. Pour tout e´le´ment g de Aff(M,∇M )0, il existe un e´le´ment gˆ de
Aff(IRn) au-dessus de g, qui commute avec pi1(M). Soit 0 l’origine de IR
n. Le
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sous-groupe pi1(F ) de pi1(M) qui laisse stable Fˆ
f
0 , laisse stable gˆ(Fˆ
f
0 ) = Fˆ
fg−1
gˆ(0) ,
car gˆ commute avec pi1(M), on en de´duit qu’il laisse stable Fˆ
fg−1
0 . On sait que
l’action affine de pi1(F ) sur Fˆ
f
0 et Fˆ
fg−1
0 est irre´ductible (voir [F-G-H] the´ore`me
2.2). On en de´duit que les deux sous-espaces vectoriels Fˆf0 et Fˆ
fg−1
0 coincident•
Arhitme´ticite´ de certaines classes d’isomorphismes des varie´te´s
affines.
Conside´rons la varie´te´ de Hopf de dimension 3, H3: c’est le quotient de
IR3−{0} par une homothe´tie de rapport strictement positif distinct de 1. Cette
varie´te´ affine n’a pas de feuilletage affine a` feuilles compactes. On va de´terminer
une classe de fibre´s affines plats deux a` deux non isomorphes, dont la base de
chaque e´le´ment est H3 et la fibre le tore de dimension 2 munie de sa structure
riemannienne plate. En vertu de la proposition 4.8, la classe d’isomorphisme
d’un tel fibre´ affine plat de´termine celle de son espace total.
Le groupe des transformations affines de T 2, Aff(T 2) est isomorphe au
produit semi-direct de T 2 par Gl(2, IZ). Soient γ le ge´ne´rateur de pi1(H3) et
B′γ un e´le´ment de Gl(2, IZ) qui de´termine une repre´sentation Bpi de pi1(H
3)
dans Aff(T 2). Soit c : pi1(H3) → T
2, γ 7→ cγ , un 1− cocycle pour l’action
de Bpi. L’application pi1(H3) → Aff(T
2), γ 7→ cγBγ est une repre´sentation
qui de´finit un fibre´ affine plat au-dessus de H3. Si les valeurs propres de B
′
γ
sont diffe´rentes de 1, alors [c] est nul et le fibre´ est isomorphe a` celui de´finit
par Bpi. Si les valeurs propres de B
′
γ sont 1, conside´rons une base de (e1, e2)
de IR2 telle que B′γ(e1) = e1, le cocycle c1 de´finit par c1(γ) = e2 n’est pas
trivial. Soit c2 un autre cocycle, si le fibre´ qu’il de´finit est isomorphe a` celui
de´finit par c1, alors il existe un e´le´ment D de Aff(T
2) tel que D[c1] = [c2],
car tout automorphisme affine de H3 se rele`ve sur l’espace total, le fibre´ e´tant
plat. Si on choisit c2(γ) = he2 ou h est un re´el non alge´brique, on obtient des
fibre´s affines non isomorphes et par suite des varie´te´s affines qui ne sont pas
isomorphes. Etudions maintenant une situation plus ge´ne´rale.
A toute application C : IR3 → IR2, on peut associer un 1−cocycle de
Hochschild de IZpi1(H
3). Ce cocycle de´termine un fibre´ affine en faisant le
quotient de IR3 − {0} × IR2, par le groupe engendre´ par pi1(T
2) (l’action de
pi1(T
2) se fait par des translations qui se projettent en l’identite´ sur IR3 −{0}),
et le groupe engendre´ par l’application (x, y) 7→ (λx,Bγ(y) + C(x)), ou` x et y
de´signent respectivement des e´le´ments de IR3 − {0} et IR2. Ce cocycle est un
cobord si et seulement s’il existe une application affine D de App(IR3, IR2) telle
que C = BγD − Dλ = (Bγ − λ)D. Choisisons C surjective, et supposons que
λ est une valeur propre de Bγ , alors le cocycle C
′ n’est pas exact car C est
surjective.
Si on fixe, λ et Bγ , la classe d’isomorphisme du fibre´ affine obtenu est
de´termine´e par l’image de [C′] par Gl(IR3) × Gl(2, IZ). Ceci implique que les
fibre´s affines de´termine´s par les C sont deux a` deux isomorphes.
5. Le cas ge´ne´ral.
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Soit f un fibre´ affine d’espace total (M,∇M ) et de base (B,∇B). On suppose
ici que (M,∇M ) est compacte et comple`te, on a vu que dans ce cas pi1(M) est
une extension de pi1(B) par pi1(F ). On va aborder la classification des fibre´s
affines dans le cas ge´ne´ral en utilisant la classification des extensions de groupes.
Rappelons la classification des extensions de groupes (voir [Mc] 124-137).
SoientAut(pi1(F )) le groupe des automorphismes de pi1(F ), Int(pi1(F )) le groupe
des automorphismes inte´rieurs de pi1(F ), etOut(pi1(F )) le quotient deAut(pi1(F ))
par Int(pi1(F )). Pour tout e´le´ment γ de pi1(M), l’application i
f
γ : pi1(F ) →
pi1(F ), α 7→ γ ◦ α ◦ γ
−1 passe au quotient en une repre´sentation Φ : pi1(B) →
Out(pi1(F )).
Soient u : pi1(B) → pi1(M) une section telle que u(1) = 1, v : pi1(B) ×
pi1(B) → pi1(M) de´finie par v(x, y) = u(x)u(y)u(xy)
−1 et φ(x) ∈ Φ(x). En
appliquant la relation d’associativite´ a` u(x)u(y)u(z), on obtient que
(5.1) iu(x)v(y, z)v(x, yz) = v(x, y)v(xy, z).
De plus
(5.2) φ(x)φ(y) = iv(x,y)φ(xy).
Soient K le centre de pi1(B), K est muni d’une structure de pi1(B) module.
Fixons Φ, et supposons qu’il existe une extension de pi1(B) par pi1(F ). La donne´e
d’un 2−cocycle w de pi1(B) a` valeurs dans K permet de de´finir une extension
de pi1(B) par pi1(F ) en posant (x1, y1)(x2, y2) = (x1(φ1(y1)(x2))w(y1, y2), y1y2).
Ou` x1, x2 sont des e´le´ments de pi1(F ) et y1, y2 des e´le´ments de pi1(B). Pour Φ
fixe´e, les classes d’e´quivalences d’extensions de pi1(B) par pi1(F ) sont donne´es
par H2(pi1(B),K) s’il existe au moins une extension. La donne´e de Φ seul
n’implique pas l’existence d’une extension de pi1(B) par pi1(F ) associe´e a` Φ.
L’obstruction a` l’existence d’une telle extension est donne´e par une famille
d’e´le´ments de H3(pi1(B),K).
La classification des fibre´s affines dans le cas ge´ne´ral va se faire en fonction
des donne´es suivantes:
(i) La base (B,∇B).
(ii) La structure diffe´rentiable de la fibre F et une repre´sentation d’holonomie
line´aire d’une de ses structures affines
Etant donne´e une extension pi1(M) de pi1(B) par pi1(F ), qui est le groupe
fondamental de l’espace total d’un fibre´ affine de base (B,∇B) dont l’holonomie
line´aire des fibres est L(hF ), on a vu que pour tout e´le´ment γ ∈ pi1(M),
hM (γ)(x, y) = (Aγ(x) + aγ , Bγ(y) + Cγ(x) + dγ)
On a
Cγγ′ = BγCγ′ + Cγ(Aγ′),
En munissant Applin(IRm, IRl) d’une structure de pi1(M) module a` gauche
de´finie par
γ(C) = BγC,
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et d’une structure de pi1(M) module a` droite de´finie par
Cγ = CAγ ,
on remarque que C est un 1− Zpi1(M) cocycle pour l’homologie de Hochschild
de´finie par ses actions.
L’application
D : pi1(M)→ IR
l
γ 7→ dγ
est un 1−cocycle pour l’action a` gauche de pi1(M).
Le fibre´ affine f est affinement isomorphe a` un fibre´ affine, affinement locale-
ment trivial si la restriction de C a` pi1(F ) a une classe de cohomologie nulle.
Re´ciproquement si on se donne une repre´sentationBpi de pi1(M) dansGl(IR
l)
dont la restriction a` pi1(F ) coincide avec L(hF ), un 1−cocycleC pour l’homologie
de Hochschild pre´ce´dente et un 1− pi1(M) cocycle D pour l’ action a` gauche de
pi1(M) tels que pour tout e´le´ment x de IR
m, la repre´sentation
pi1(F )→ Aff(IR
l)
γ 7→ (L(hF )(γ), C(x) + dγ)
de´finit une structure affine comple`te de F , alors on peut de´finir de manie`re
e´vidente une action affine de pi1(M) sur IR
n, dont l’espace quotient est l’espace
total d’un fibre´ affine au-dessus de (B,∇B).
Le quotient de IRn par pi1(F ) de´finit un fibre´ affine au-dessus de IR
m qu’on
note fˆ .
The´ore`me 5.1. Soient fi, i ∈ {1, 2} deux fibre´s affines de base (B,∇B),
dont les fibres sont diffe´omorphes et ont meˆme holonomie line´aire, et le groupe
fondamental de leur espace total respectif est pi1(M), alors f1 est isomorphe
a` f2 si et seulement s’il existe un isomorphisme entre fˆ1 et fˆ2 au-dessus d’un
automorphisme de (B,∇B), dont un releve´ sur IR
n conjugue l’holonomie line´aire
de (M1,∇M1) en (M2,∇M2), transforme [C1] en [C2], et [D1] en [D2].
Preuve. Supposons que f1 est isomorphe a` f2, alors il existe une application
affine k qui conjugue hM1 en hM2 en se projetant sur IR
m en un e´le´ment de
N(pi1(B)). k conjugue aussi hM1(pi1(F )) en hM2(pi1(F )) ce qui entraine que fˆ1
est isomorphe a` fˆ2. Bien entendu, [C1] et [D1] sont respectivement transforme´s
en [C2] et [D2].
Re´ciproquement s’il existe un isomorphisme entre fˆ1 et fˆ2 au-dessus d’un
e´le´ment de N(pi1(B)), dont un releve´ sur IR
n conjugue l’holonomie line´aire de
(M1,∇M1) en celle de (M2,∇M2) et transforme [C1] (resp.[D1]) en [C2] (resp.
[D2]), alors ce releve´ conjugue hM1 en hM2 modulo une transformation affine de
la forme (x, y) 7→ (x, y + E(x) + e)•
Soient (B,∇B) une varie´te´ affine compacte et comple`te, et F une varie´te´
diffe´rentiable compacte munie d’une structure affine comple`te dont l’holonomie
line´aire est L(hF ).
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Pour classifier les fibre´s affines d’espace total complet au-dessus de (B,∇B)
de fibr diffe´omorphe a` F dont l’holonomie line´aire est L(hF ) Il faut:
- Classifier les extensions de pi1(B) par pi1(F ),
- Une telle extension de pi1(M) e´tant donne´e, classifier les repre´sentations
line´aires de pi1(M) dansGl(IR
m, IRl) muni d’un Zpi1(M)) 1−cocycle de Hochschild
C ∈ Aff(IRm, IRl), et d’un pi1(M) 1−cocycle de groupe D a` valeurs dans IR
l
tels que la repre´sentation
pi1(F ) −→ Aff(IR
l)
γ 7−→ (L(hF )(γ), C(x) +D(γ))
de´finisse une structure affine.
Les invariants utilise´s pour la classification dans la situation ge´ne´rale sont
plus extrinse`ques a` la ge´ome´trie affines que ceux utilise´s dans le cas des fibre´s
affines affinement localement triviaux.
Etant donne´e une extension caracte´rise´e par Φ de´finissant un fibre´ affine,
quelles sont les autres extensions de´termine´es par Φ donnant lieu a` des fibre´s
affines ?
On va aborder la classification des fibre´s affines de base (B,∇B) et de releve´
fˆ donne´.
Conside´rons pi1(M) une extension de pi1(B) par pi1(F ), et supposons qu’il
existe un fibre´ affine f , tel que le groupe fondamental de son espace total
soit pi1(M). L’application hM (γ) se projette sur IR
n/pi1(F ) en un automor-
phisme affine h¯M (γ
′). L’application pi1(B) → Aut(fˆ), γ
′ 7→ h¯M (γ
′) est une
repre´sentation. Soit f ′ un autre fibre´ affine de base (B,∇B) tel que fˆ =
fˆ ′. Posons hM ′(γ) = hM (γ) ◦ g(γ). L’application g(γ) se projette sur fˆ en
un automorphisme se projettant en l’identite´ sur IRm. Pour tout e´le´ment γ
de pi1(B), conside´rons i
f(γ) l’application de Aut(pi1(F )) → Aut(pi1(F )) α 7→
h¯M (γ)αh¯M (γ)
−1.
En e´crivant le fait que h¯′M est une repre´sentation, on obtient
(5.3) g(γ1γ2) = i
f
γ
−1
2
(g(γ1))g(γ2).
Re´ciproquement la donne´e d’une application g : pi1(B) → Aut(fˆ) ve´rifiant
(5.3) permet de de´finir un fibre´ affine au-dessus de (B,∇B) en faisant le quotient
de fˆ par le groupe engendre´ par: h¯M ′(γ) = h¯M (γ)g(γ).
Spe´cialisons maintenant au cas ou` if est fixe´e, g(γ) commute avec pi1(F )
puisque la fibre est compacte, g(γ) appartient a` la composante connexe de
Aut(fˆ). La restriction de g(γ) a` une fibre de fˆ appartient a` la composante
connexe de son groupe de transformations affines voir [T3]). On a
(5.4) g(γ1)g(γ2) = g(γ1γ2).
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Re´ciproquement la donne´e d’une repre´sentation g : pi1(B) → Aut(fˆ) telle
que g(γ) appartient a` composante connexe de Aut(fˆ) de´termine un fibre´ affine
f ′ au-dessus de (B,∇B) tel que if = if ′ .
Exprimons maintenant de manie`re plus ge´ome´trique l’application r lorsque
l’espace total du fibre´ affine est compact et complet. Notons R(x) = r(x)−r(0).
Fixons la base (B,∇B) et l’holonomie de la structure affine de la fibre au-dessus
de pB(0).
Soit γ un e´le´ment de pi1(M). Ecrivons hM (γ)(x, y) = (Aγ(x) + aγ , Bγ(y) +
Cγ(x)+dγ). L’e´le´ment γ induit par conjugaison un automorphisme gγ de pi1(F ).
L’application Bγ est un e´le´ment du groupe de gauge de l’holonomie line´aire
d’une fibre associe´ a` gγ . Si γ appartient a` pi1(F ), gγ laisse invariant r(x) pour
tout e´le´ment x de IRm.
La repre´sentation de pi1(M) dans le groupe des automorphismes deGl(H
1(pi1(F ), IR
l)pi1(F ))
des automorphismes de H1(pi1(F ), IR
l), γ 7→ gγ , passe au quotient en une
repre´sentation g¯ : pi1(B) → Gl(H
1(pi1(F ), IR
l)pi1(F )). Il en re´sulte un fibre´ plat
HBF au-dessus de B, qui est le quotient de IR
m × H1(pi1(F ), IR
l) par l’action
de pi1(B) de´finie par γ(x, y) = (γ(x), g¯γ(y)).
Le fibre´ HBF est munie d’une connexion plate canonique ∇BF , a` laquelle
est associe´e la de´rive´e covariante dBF . L’application R peut eˆtre vue comme
une 1−forme dBF paralle`le.
Re´ciproquement, conside´rons une repre´sentation g¯ de pi1(B) dansGl(H
1(pi1(F ), IR
l)pi1(F )),
telle que pour tout γ appartenant a` pi1(B), il existe Bγ appartenant au groupe
de gauge de l’holonomie line´aire d’une fibre, dont l’action coincide avec gγ . La
repre´sentation g¯ de´finit au-dessus de B un fibre´ plat HBF .
Pour se donner un fibre´ affine au-dessus de (B,∇B) dont la structure diffe´rentiable
des fibres est F , et leur holonomie line´aire est L(hF ), donnons nous d’abord une
1−forme dBF paralle`le R” a` valeurs dans HBF . La donne´e de R” est e´quivalente
a` celle d’un 0−cobord de groupeR′ de pi1(B) a` valeurs dansApplin(IR
m, H1(pi1(F ), IR
l)pi1(F ))
pour la structure de pi1(B) module de´finie par γ(D) = g¯γDL(hB)(γ
−1).
Cette repre´sentation de´termine un fibre´ platH ′BF de fibre typeApplin(IR
m, H1(pi1(F ), IR
l)).
A H ′BF on peut associer la de´rivation d
′
BF . Le fibre´ H
′
BF est isomorphe au fais-
ceau localement constant des 1−formes d′BF paralle`les. Conside´rons un e´le´ment
R de Applin(IRm, IRl) au-dessus de R′. Supposons en outre que le 1−cocycle
de groupe γ 7→ R(γ)(x) + r(γ)(0) de´fini une structure affine de F . Le quo-
tient de IRn par l’action de pi1(F ) de´fini pour tout e´le´ment γ de pi1(F ) par
(x, y) 7→ (x,Bγ(y) +R(γ)(x) + r(γ)(0)), est un fibre´ affine au-dessus de IR
m tel
que pour tout e´le´ment γ1 de pi1(B) et x de IR
m, la fibre au-dessus de pB(x) est
isomorphe a` celle au-dessus de pB(γ(x)).
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